Une note a propos du Jacobien de n fonctions 
holomorphes a I'origine de 



M. Hickel 



Abstract 



Let /i, ...,/„ be n germs of holomorphic functions at the origin of C", 
such that /i(0) = 0, 1 < z < rt . We give a proof based on the J. Lip- 
man's theory of Residues via Hochschild Homology [L] that the jacobian 
of /i , . . . , /„ belongs to the ideal generated by /i , . . . , /« if and only if the 
dimension of the germ of common zeros of /i, . . . , /„ is strictly positive. 
In fact, we prove much more general results which are relatives versions of 
this result replacing the field C by convenients noetherian rings A (c.f Th. 
3.1 and Th. 3.3). We then show a Lojasiewicz inequality for the Jacobian 
analogous to the classical one by S. Lojasiewicz for the gradient. 



1 Introduction 

Soit On = C{zi,...,Zn} I'anneau des germes de fonctions holomorphes a 
I'origine de C" . II est classique que si /i, • • • , sont n elements de 0„, ayant 
un zero isole a I'origine de C", alors leur jacobien J(/i, . . . , /„) = det{dfi/dzj) 
n'appartient pas a I'ideal / de On engendre par /i, . . . , /„. Motive par un resultat 
de S. Spodzieza [S] prouvant un enonce de E. Netto ([N] p. 142) dans le cas de 
polynomes homogenes, on pent se demander, comme le faisait A. Ploski [P], si 
la reciproque de cette assertion est vraie. Dans [HI] nous repondions par I'af- 
firmative a cette question. Ce faisant, nous ne faisions que redecouvrir dans ce 
contexte un resultat du a W.V. Vasconcellos [Wl] dans le cas polynomial. Nous 
presentons ici dans un premier temps une preuve tres simple de ce resultat comme 
une consequence de la theorie des residus de J. Lipman [L], et qui vise a montrer 
I'efficacite de celle-ci (Comparer avec les commentaires de nature historique de 
[W2] p. 268 «Scheja-Storch Formula »et [W3] p. 129 «Tate Formula »). En fait la 
theorie des residus de J. Lipman via I'homologie de Hochschild nous permet de 
demontrer des versions relatives de ces resultats (c.f. Th. 3.1 et 3.3) et de rempla- 
cer le corps C par des anneaux noetheriens A convenables. Si (/i, . . . , fn) ont un 
zero isole a I'origine, nous montrons dans un second temps que, designant par m 
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le rang en de la matrice Jacobienne ^(0) on a : si n—m > 3 J(/i, . . . , fn) G P, 
ou 6 est un nombrc rationncl strictement plus grand que 1 et que si n — m = 2 
on a : J(/i, . . . , fn) £ I oii dcsignc la cloture integrale des ideaux (c.f. plus bas 
et [H-S], [L-T] pour des rappels concernant ces notions). On ameliore ainsi un 
resultat de B. Teissier [Tl] et on prouve une inegalite de Lojasiewicz pour le Ja- 
cobicn, analogue a celle du Gradient [Lo], [B-M],[T2]. Tout d'abord I'anncau On 
etant local noctherien, son complete On = C[[Xi, . . . , Xn]] est fidelement plat sur 
On et done pour tout ideal I C On, on a : LOn^iOn = I- Le passage au complete 
ne changeant pas les dimensions, il sufHra de travailler dans C[[Xi, . . . , Xn]]- On 
a alors : 



Theoreme 1.1 

Soient k un corps de caracteristique zero et k[[Xi, . . . , Xn]] I'anneau des series 
formelles en n variables d coefficients dans k. Pour /i, . . . , G A;[[Xi, . . . , 
definissant un ideal propre, les proprietes suivantes sont equivalentes : 

1) Dim /c[[X]]/(/i, . . . ,/„) > {oil Dim designe la dimension de Krull de 
I'anneau considere). 

2) Le jacobien Jxifi, ■ ■ ■ , fn) esi dans I'ideal (/i, . . . , /re)A;[[X]]. 

De plus si diruk^^^^^^^^YY^ ^ (comme k-espace vectoriel) i.e. Dim ''^^^^''"'^^^^ 
= 0, on a : 

Jxifl, ■ ■ ■ ,fn)-iXl,. . . ,Xn) C (/l, . . . ,/„). 

Autrement dit la classe de Jxifi, ■ ■ ■ ,fn) dans ^gf generateur du 

socle de cette algebre Artinienne. 



La dernicrc assertion est aussi valide lorsque k est de caracteristique positive p, 
et p ne divise pas dimk ''^\^^'"''f\^^ ■ Cette assertion est due a S. Scheja, U. Storch 
[S-S]. L'implication 1) =^ 2) est due a W.V. Vasconcelos dans le cas des algebres 
de polynomes [Wl]. Nous presentons une preuve d'une version relative de toutes 
ces assertions via la theorie des residus de J. Lipman [L] (c.f Th.3.1, Th.3.3 et 
Cor. 3.5) remplagant le corps k par des anneaux nocthcriens convenables. Nous 
rappelons a la section 2 quelques elements concernant cette theorie et prouvons 
les resultats a la section 3). 
Nous prouvons ensuite le resultat suivant : 

Theoreme 1.2 

Soient k un corps de caracteristique et fi, . . . , fn G ^[[-^^11 • • • , Xn]\ tels que 
fi{0) = et I'ideal I = (/i, . . . , fn) estm = {Xi, . . . , Xn) primaire (Ainsi Jx{f) 
I). Designons par m le rang en de la matrice Jacobienne ^:(0) : 

1) Si n - m = 2, on a Jxifi, ■ ■ ■ , fn) G 

2) Si n—m > 3, il existe un nombre rationnel 6 = p/q > 1 tel que Jx{fi, ■ ■ ■ , fn) G 

ou encore Jx{fi,. ■ ■ , fn)"^ € IP. 
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3) Si k est muni d'une valeur absolue non triviale \ \ : k — ^ [0, +oo[ et si 

les fi sont des germes de series convergentes alors : 

- Dans le cas 1), 3r > 0, 3C > 0/ || x ||< r =^ \Jxifi, ■ ■ ■ , fn){x)\ < 

- Dans le cas 2), 3r > 0, 3C > 0/ || x ||< r ^ \Jx{h, ■ ■ ■ Jn){x)\ < 
^(Sr=i 1/2(^)1)^' ^ rationnel strictement plus grand que 1. 

Bien entendu, il n'y a pas de resultats similaires lorsque n — m = 1, car on est 

alors ramene au cas ou n = 1. La conclusion de 2) n'est pas valide en general 
dans Ic cas n — m = 2 commc nous Ic verrons par dcs exemples. Nous rappclons 
quelques elements conccrnant la cloture integrale des ideaux a la section 4) et y 
prouvons le resultat ci-dessus. 



2 Quelques rappels sur la theorie des residus de J. 
Lipman [L] 

On rappelle ici quelques definitions et resultats de [L] § 3, pour d'autres 
precisions et applications nous renvoyons le lecteur a [L], [BO], [B-Hl], [B-H2]. 
On considere R une A-algebre commutative et unitaire de morphisme struc- 
tural h : A — > R. On considere / = une suite quasi-reguliere 
de R, / I'idcal qu'elle engendre, et R le complete /-adique de R. Rappelons 
que / est dite quasi-reguliere si /.R = I.R / R et si le R// homomorpliisme 
de {R/I)[Xi,...,Xn] gri{R) = © 

m>o jm+1 qui a un polynome homogene 
Pm{Xi, . . . ,Xn) de degre m fait correspondre la classe de Pm{fi, ■ ■ ■ , fn) dans 
j4+T 6st un isomorphisme. On suppose que P = R// est un A-module projectif 
de type fini et Ton note a : R// — > R une section A lineaire de la projection 
canonique de R — > y . Tout element r de R admet dans R une ecriture unique 
de la forme : 

r = ^ o-(ra)-/", avec G P 

Par consequent, il existe des uniques 70 G HoruA^P, P) tels que : 

VpGP, r.a{p)= ^(7a(p))-r 

On definit I'element r" G iJomA(P, P)[[/]] par : 

Soit ei le n-uplet dont toutes les composantes sont nulles sauf la qui vaut 1. 
On considere I'element suivant de HomA(P,P)[[f]] '■ 

a=(ai,...,Q;n)€N" 
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P etant une A-algebre projective de type fini, on dispose d'un operateur trace 
canonique Trp/j^ G homA_{EndA.(P), A) qui a tout clement de EndA^P) fait 
correspondre sa trace (c.f. [Bl] chap. II §4 p. 78-79). On a alors : 

Theoreme 2.1 ([L] §5 corollaire (3.7)) 

Soient f = une suite quasi-reguliere de R telle que le F = R// 

module soit un A-module projectif de type fini, to = rdri A ... A (ir„ G ^'^^k/Aj 
ou f^R/A esi le H-module des differentielles de la A-algebre R. Pour tout multi- 
indice (mi, . . . , m„) G (N*)", posant : 

r«det(^(r;)) = ^-f" ^ homA{P,mf]] 



On a : 



Res 



R/A 



rdri A ... A dr^ 

fmi fmn 
J 1 1 ■ ■ ■ 1 Jn 



rrp/A(<^mi-l,...,m„-l) 



Ce theoreme peut servir de definition, dans le cas considere, pour le symbole 
residu Res-^jx de J. Lipman. 

Corollaire 2.2 ([L] corollaire 3.8 p. 51) 

Soient A, R ,/ = (/i, . . . , I et P = R// comme ci-dessus alors pour tout 
r G R . 

rd/i A . . . A dfn 

/l ? • • • ) /n 



Res 



R/A 



Tr 



P/A 



(Pr) 



ou Pr est I'operateur de multiplication par r dans P — > P, p — > r.p 

A etant un anneau commutatif unitairc noctherien, considerons la situation 
particuliere oii R = A[Xi, . . . , X„] ou bien A[[Xi, . . . , Xn\] ou encore le localise 
en un ideal premier d'un tel anneau. Designons toujours par / une suite quasi- 
reguliere telle que le P = R// soit un A-module projectif de type fini. On a 
alors : 



Corollaire 2.3 (c.f. [BO] Chap.l prop. 2.2.2 p. 21, prop. 2.3.1 p. 29 , prop. 4.1.2 
p. 48) 

HomA_(P, A) est un P -module libre de rang 1 dont un generateur est I'homomor- 
phisme residu : 

rdXi A ... A dXn 

/l ) • • • ) fn 



Res 



R/A 



En particulier, on a la propriete de non degenerescence suivante : 



rel = {fi,...,fn 



V/i G R, -ResR/A 



rhdXi A ... A dXn 

/l ) ■ ■ ■ ) /n 



= 
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3 Versions relatives de 1.1 



Nous pouvons a present enoncer le resultat suivant qui est une version relative 
de 2) =^ 1) ct de la derniere assertion de 1.1. 

Theoreme 3.1 

SoitA un anneau commutatif noetherien integre de caracteristique p > 0. Designons 
par R I'anneau A[Xi, . . . , Xn] ou A[[Xi, . . . , Xn]] ou bien le localise en un ideal 
premier d'un de ces deux anneaux. Soit f = (/i, . . . , /„) G R une suite d'elements 
de R telle que I = (/i, . . . , /n).R 7^ R. On suppose que : 

- a) f est quasi-reguliere 

- b) P = R// est un A module projectif de type fini dont on note r le rang. 
Alors notant par Jx{fi, ■ ■ ■ , fn) = det{^Y^) le Jacobien de (/i, . . . , /„) on a : 

1) Jx{fl,...,fn)-Vl CI 

2) Si r est premier d p (en particulier si p = 0) alors Jxifi, ■ ■ ■ , fn) I- 

Les conclusions ci-dessus 1) et 2) sont aussi satis jaites sous les hypotheses alter- 
natives suivantes. A est un anneau local noetherien d'egale caracteristique p, de 
dimension ( non necessairement integre ), et a) est satisfaite et b) est remplacee 
par : 

- 6y P = R// est un A module libre de type fini et la longueur du A-module P 
(qui est necessairement finie) est premiere d p. 

Avant de prouver le theoreme notons que dans le cas particulier oil A est un 
corps k infini les hypotheses a) et b) se reduisent a dimkk[Xi, . . . ,Xn\/I < +oo 
ou dirukk^Xi, . . . ,Xn]]/I < +oo. En effet cette seule condition garantit la quasi- 
regularite de la suite / = (/i, . . . , fn) (c.f. [Bo] appendice prop. 3.1 et cor. 1.9). 
Ceci equivaut au fait que Dimk[Xi, . . . , Xn]/I = ou Dimk[[Xi, . . . , = 

et Ton retrouve les resultats de 1.1 annonces. 

Preuve : 

Soit a G Endju^iP), a : P — > P. Puisque P est un A-module projectif de type 
fini, on peut trouver un entier n et un morphisme surjectif u : A" — > P — > 0. 
Puisque P est projectif, on peut trouver un morphisme v : P — > A" tel que v 
soit une section de u, c'est a dire : 

uo V = idp. 

Considerons Tcndomorphisme de A", la- G Endx{A"') defini par : 

l^ = V o a o u. 

On a alors le lemme suivant : 
Lemme 3.2 

Soient a G End^iY*) et 1^ G End^iA^) comme ci-dessus. 
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1) Si a est nilpotent, est nilpotent. 

3) Si a est nilpotent, Tr-pi^icr) = 0. 
Preuve : 

1) Supposons fj™ = pour un entier m. Alors = [v o a o u) o . . . o [v o a o u). 
Comme uov = idp, on a = v o a"^ o u. D'ou = 0, puisque a™ = 0. 

2) Notons P* = iJomA(P, A). D'apres [Bl] et Pisomorphisme canonique : 

P* P — > EndA{P) 
on pent trouver des x| G P*, des G P tels que pour tout x G P : 



On a ainsi rrp/A(o-) = E™i < Vi^^* > ([Bl] Chap II § 4 78-79). Soit {ei)i<i<n 
la base canonique de A". Posons : 

m n 

tti = u{ei), a{ai) = ^ < aj,x* > .yj et v{yj) = "^Vj^k-ek 
j=i k=l 



Ainsi 



la{ei) = v{a{ai)) = '^< ai,x* > .v{yj) (1) 



^ < ai, X* > Vj^k-ek) (2) 
i=i fe=i 

n m 

< > ^'i,fc)-ejt (3) 

A;=l j=l 
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Ainsi 



i=i j=i 

m n 

= Y1 < X]^j>*"^'4 > 



m 



i=l 

n 



m 



i=l 



(4) 
(5) 
(6) 
(7) 



3) Soient K = frac{A) et : — > obtenu a partir de lu par extension 
des scalaires. Notons K une cloture algebrique de K et 1^ I'extcnsion a K de 
l'^. Comme a est nilpotent par 1), 1^ est nilpotent et par consequent l'^ et sont 
nilpotents. Maintenant l^- K — ^ K etant une application lineaire nilpotente 
toutcs ses valeurs propres sont nuUes et I'existence de la reduction des matrices 
carrccs a coefficients dans K nous assure que Tr^ /Tci^a) = 0. Mais d'apres 2) 
Trp/A.{cf) = TrAn/A{la) = Tr^ ^^^{l^) = 0. □ 

Nous pouvons a present prouver 3.1. Concernant la premiere affirmation, soit 
r G a/T. II s'agit de voir que Jx{f)-r G /. Pour cela, il est equivalent par 2.3 de 
prouver que pour tout /i G R, on a : 



Res 



R/A 



rJxif)hdXiA...AdXr, 

/l ) • • • ) /n 



Or 



Res 



R/A 



rJxif)hdXiA...AdX„ 

/l ? • • • ) f n 



= Res 



R/A 







rhdfi A . .. Adfn 

/l ? • • • ) /rt 



Done en vertu de 2.2 ce dernier residu n'est autre que la trace de I'operateur 
Phr de multiplication par hr dans P. Comme r G \/7, fh G s/l et done Prh est 
un opcratcur nilpotent. Le lemme 3.2 nous assure r^ue sa trace est nuUe et nous 
permet done de conclurc a la premiere affirmation de 3.1. 

Concernant la seconde assertion de 3.1. Supposons que Jx{fi, ■ ■ ■ , fn) £ I- Alors 
pour tout ideal maximal m de A, designant toujours par Jx{f) la classe de Jx{f) 
dans le localise de R en m, on aurait Jx{f) € Im- On aurait ainsi : 



Res 



Rtn/Am 



Jxif)dXiA...AdXn 
/l ) ■ ■ ■ ) /n 



Res 



Rm/A 

m 



d/i A . . . A dfn 

/l ) ■ ■ ■ ) /n 
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D'apres 2.2 ce dernier residu n'est autre que la trace de I'operateur identite de 
Pm- Comme Pm est un A^^ module libre de rang r (c.f [B2] II § 5 p. 141), ce residu 
vaut done r. II ne pent done etre nul que si la caracteristique de A,^, c'est a dire 
celle de A, divise r. 

Nous indiquons maintenant comment modifier la preuve ci-dessus dans les hy- 
potheses alternatives. La seule chose qui soit modifiee est le fait que Ton utilise 
des arguments differents pour faire les calculs de trace. Soient A et P les completes 
mA-adiques de A et P. Comme P est suppose etre un A-module libre, P est un 
A libre (car le morphisme A — > A est fidelement plat). Si g est un element 
de P la matrice de I'operateur de pg de multiplication par g comme element 
de Endjs^^CP) est la meme que ccllc dc I'operareur dc multiplication Pg comme 
clement dc End^{P). II suffit pour le voir de considerer un isomorphisme d'un 
A™ sur P et de tensoriser par A. Ainsi : 

Trpix{Vg)=Trpi^{pg) 

Ensuite notons K = —,\e theoreme de structure des anneaux locaux complets 

d'egale caracteristique dc I. Cohen nous dit que A est isomorphe a ii'[[y]]/J, oil 
J est un ideal {Y) primairc puisque A et done A sont de dimension 0. Ainsi P est 
une iC-algebre et un iC-espace vectoriel de dimension finie, dimension qui n'est 
autre que la longueur du ^-module Artinien P. Maintenant on a (c.f. [Bl] chap 
III § 9 p.llO (21)) : 

Trp/AiPg) = Trpij^{pg) 

Dans le cas ou pg est nilpotente, cette trace est done nulle puisque pg est un 
endomorphisme nilpotent sur un iiT-espace vectoriel de dimension finie. Et si 
g = 1 cette trace est la classe dans K, de la longueur qui intervient dans I'enonce 
ou encore celle de dirriK^. Cette classe est non nulle puisque par hypothese ce 
nombre est premier a la caracteristique de K. Ceci permet de conclure comme 
plus haut aux assertions 1) et 2) de 3.1). □ 

Nous allons maintenant enoncer une version relative de 1) => 2) dans 1.1. 
Pour la notion d'anneau de Gorenstein nous renvoyons a [E] Chap. 21 p. 525 ou 
[B3] § 3, p. 48. 

Theoreme 3.3 

Soit A un anneau local de Gorenstein, Artinien d'egale caracteristique zero. Po- 
sons R = A[[Xi, . . . , Xn]\ et (/i, ...,/„)€ R tels que (/i, . . . , /„).R = I.R 7^ R. 
Alors si R// n'est pas Artinien alors : 

Jx{fi,...,fn) el 

Preuve : 

Remarquons d'abord que A etant de Gorenstein, il est de Cohen-Macauley. II 
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en est de meme de R qui est de Gorenstein et de Cohen-Macauley. Comme 
la dimension de Krull de R est n, il s'en suit que toute suite (gi, . . . , gn) qui 
engendre un ideal rriR primaire est rcgulicre done quasi-reguliere puisque Ton 
travaille ici dans un cadre local. Par ailleurs Ii/{gi, . . . ,gn)-R est un A module 
libre de type fini. En efFet, A etant local Artinien il est separe et complet pour 
la topologie rriA-adique. Par Ic theoreme de structure de I. Cohen des anneaux 
locaux complets d'cgalc caracteristique on a A ~ A;[[y]]/o, ou a est mA-primaire, 
k ~ A/rriA et y = (Yi, . . . ,Yp). Notons gi{Y,X), . . . ,gn(Y,X) des elements de 
representant les G R c± A;[[y,X]]/o. Puisque R/(mA,5i, ■ ■ ■ ,5n)-R' est 
Artinien, on pent affirmer que : 

k[[X]] k[[Y,X]] R 



(5i(0,X),...,5„(0,X)) {Y,gi{Y,X),...,gn{Y,X)) (mA,5i, • • • ,5n) 

est un fc-espace vectoriel de dimension finie. II en decoule que gi{0,X),... , gn{0, X) 
est une suite reguliere de ~ R/rriA-R- Par consequent, puisque R est A- 

plat, le critcrc local de platitude (c.f. [M] Th. 22.5 et Cor. p. 176-177) nous assure 
que R/(5'i, . . . ,5n)R est un A-module (de type fini) plat. Puisque A est local, 
R/(^i, . . . ,3n)R' est un A-module libre de type fini. On pourra done appliquer 
3.1 a de telles suites (gi, . . . , gn). 

Soit (/) = (/i,...,/n) satisfaisant les hypotheses du theoreme. Notons d'abord 
que le resultat est trivial si le nombre minimal de generateurs de I est stricte- 
ment plus petit que n. En effet, dans cette eventualite, si ui, . . . ,Uk, k < n est 
un systeme de generateurs de /. On a : 

n n 

/i = XI ^^fi = m ^iJ^xUj (mod /), a^j G R 

i=i j=i 

Ainsi Jxif) = (mod /). On pent done supposer sans restriction que le nombre 
minimal de generateurs de / est n. Notons itir I'ideal maximal de R. Par le 
theoreme d'intersection de Krull, on a : 

7 = nagN(/ + m^) 

II suffit done de demontrer que : Jx{f) & I + nr^ pour a assez grand. Fixons a 
et soient Ua le nombre minimal de generateurs de et 51 , . . . , gn^ un systeme 
minimal de generateurs de /„. Comme Dim(R) = n, les resultats de Northcott- 
Rees [N-R] STir la reduction des ideaux nous assurent que quittc a rcmplaccr 
les gi par Ua combinaisons lineaires a coefficients dans Q suffisamment gencraux 
des gi, on pent supposer que toute sous-famille gi^, ■ ■ ■ ,gi„ est telle que I'ideal 
[gij^, . . . ,gi^) est rriR-primaire. Deux eventualites peuvent se presenter. 
- Soit Ha > n. Alors : 

ria ria 

= XI '^^fi = X ^hr'^^dj (mod /„) 
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Ainsi 



Jx{f)= ^(i^,...,i„)Jx(5n,---,5i„) (mod G R 

l<ii<...<i n 

II suffit done de voir que cliaque Jx {dii ^ ■ ■ ■ 1 9in ) dans /q. Soient i — (ii , • • • , in) 
un tel multi-indice et Pj = R/ {gi-^ , . . . ,gi„). Notons Si le socle de Pj i.e. = {x G 
Pj/mj.a; = 0} oii trij est I'ideal maximal dc Pj. D'aprcs 3.1 JxiOii, ■ ■ ■ ^Oin) S Si 
(car gi-^, . . . , gi^ est une suite reguliere de R) . Maintenant on a les inclusions 
strides : 

C la.Pi C Pi 

Pi etant Artinien, tout sous-module non trivial de Pj contient un sous-module 
simple. Un sous-module simple est par le lemme de Nakayama inclus dans le socle 

de Pj. Maintenant R etant de Gorenstein et gi^, . . . ,gi^ une suite reguliere de R, 
Pi est de Gorenstein (c.f [B3] exemple 2 p. 48) et done son socle est simple et 
c'est le seul sous-module simple de P^. On a done : 

Jx{gh,- ■ ■,gin) G 5j c Ia.Pi_ 

Ce que nous souhaitions. 

-Soit Ua = n. Puisque la est rriR-primaire et R// n'est pas Artinien, on a une 
inclusion stricte : / C /„. Par consequent il existe des aij G R tels que : 

n 

fi = ^i,j9j- 

On a necessairement det{aij) G ttir,, sans quoi / = /„. Maintenant on a : 

Jxif) = det{aij).Jx{g). 

On conclut alors par 3.1 puisque gi, gn est reguliere et det{aij) G ^/{gi, . . . ,gn) = 
tur. □ 



Exemple 3.4 

1) Si A = k un corps de caracteristique zero, on retrouve rimplication 1) =^ 2) 
du theoreme 1.1. 

2) Soit toujours k un corps de caracteristique zero, on pent prendre pour A = 
A;[[Yi, . . . , l^]]/(/ii, . . . , hp) OIL {hi, . . . , hp) engendre un ideal {Y)-prim,aire. Si k 
est muni d'une valeur absolue non triviale, on peut prendre de la mime fagon 
A = Op/ {hi, . . . , hp) oil Op designe I'anneau des germes de series covergentes en 
p variables et {hi, . . . , hp) est un ideal primaire pour I'ideal maximal de Op. 

3) Considerons toujours S = k[[Yi, . . . ,Yp\] ou sa version convergente Op dans 
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le cas oil k est muni d'une valeur absolue non triviale. Soit A un operateur 
differentiel a coefficients constants : 

^ = E ""aF^ 

aeNP, \a]<m 

Alors A defini un morphisme Aq G Homk{S, k) en posant Ao(/) = A(/)(0). Soit 
J I'annulateur de Aq, i.e. 

J = {a € S/yf G S, Ao(a./) = 0} 

Alors J est un ideal primaire et A = S/.J est un anneau de Gorenstein Artinien 
d'egale caracteristique zero et le resultat s' applique. Prenant par exemple A le 
«Laplacien » ; A = ^^^^^ '§y^' obtient un anneau de Gorenstein qui n'est pas 
intersection complete et qui n'est pas du type de I'exemple 2). 

CoroUaire 3.5 

Soient A un anneau local de Gorenstein de dimension d'egale caracteristique 
zero, R = A[[Xi, . . . , et des elements de R tels que I 'ideal I 

engendre par /i, . . . , soit un ideal propre. Alors les proprietes suivantes sont 
equivalentes : 

1) DimR/I > 

2) Jx{fi,...Jn)&I 

Preuve : On vient de prouver 1) =^ 2). 2) =^ 1) ou de manierc cquivalente 
nonl) =^ non2) decoule dc 3.1). Puisque R est de dimension n ct dc Cohen- 
Macauley, si (/i,...,/n) ne satisfont pas 1) alors / est primaire pour I'ideal 
maximal de R et done la suite (/i, . . . , /«) est reguliere. On est done dans les 
conditions alternatives de 3.1), comme nous I'avons plus haut. □ 

Remarque 3.6 Mime dans le cas le plus simple, c'est a dire A = C R = On 

ou C[[X]\ le resultat n'est pas immediat a prouver par des techniques purement 
analytiques. Nous renvoyons a [B- Y] pour de telles tentatives. 

4 Preuve de 1.2 et corollaire 

Par commodite pour le lecteur, nous rappelons d'abord ici quelques notions 
csscnticlles pour Icsquellcs nos sources sont [H-I-0],[H-S], [L-T], [N-R], [R] et nous 
renvoyons a ces references pour de plus amples precisions. Nous donnons ensuite 
une preuve du critere metrique de dependance integrale de [L-T] qui n'utilise 
pas la desingularisation et permet son extension en caracteristique arbitraire ou 
au contexte de tout corps muni d'une valeur absolue non triviale. De meme, 
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nous prouvons que dans le contexte des anneaux locaux d'egale caracteristique 
le critcre valuatif de depcndance integrale peut etre verifier avec des arcs. Nous 
demontrons ensuite le theoreme 1.2 

Proposition et Definition 4.1 SoienfR, un anneau commutatif untaire et noetherien, 
I un ideal de R. 

1) Un element x G R esi dit entier sur I si et seulement si il satisfait une 
relation : 

+ aix^^^ + . . . + Ofe = 0, avec ai e P, 1 <i <k. 

L 'ensemble de tous les elements entiers sur I est un ideal I de R, appele 

cloture integrale de I. 

2) Soit 6 = ^ un nomhre rationnel positif, on dit qu'un element x G R est 

dans P si et seulement si x satisfait une relation : 

x^ + aix^~'^ + . . . + Ofc = 0, avec "^^^^^^^ >e^ l<i<k. 

oil ordj{f) = Sup{k G NU {+oo}// G I^}. II revient au mime de dire que 
fi elP.¥ est un ideal de R. 

Lemme 4.2 

Soient Ti et I comme ci-dessus. 

1) Pour toute partie multiplicativement fermee 5" C R, /.R5 = I-^s- 

2) Si R — > R' est un morphisme fidelement plat d' anneaux noetheriens 
alors : 

TRJnR = l. 

L'appartenance d'un element / a I se verifie souvent a I'aide du critere valuatif 
de dependance integrale. 

Theoreme 4.3 (Critere valuatif de dependance integrale) ([H-I-OJ,[H-R], [R]) 
Soient R un anneau noetherien, I C R un ideal, / G R. Les proprietes suivantes 
sont equivalentes : 

1) f^l 

2) Pour toute valuation discrete v : R — > N U {+00}, on a : 

v{f) > v{I), v{I) = Min{v{x),xe I) 

De plus si I n'est contenu dans aucun des premiers minimaux de R, il existe un 
ensemble fini de valuation discrete vi, I E A, de rang 1, unique d I'equivalence pres 
des valuations et minimal pour la propriete : f £ I si et seulement si vi{ f) > vi{I), 
\ll G A. Get ensemble de valuation est appele I'ensemble des valuations de Rees de 
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/. Pour tout A; G N*, I'ensemhle des valuations de Rees de I et de coincident 
(c.f. [H-S] chap. 10). De plus pour tout 9 G Q>o, f E on a f e si et 
seulement si on a : 

viU) > e.viii), w G A 

Les valuations de Recs peuvent etre construitcs par Ic proccdc suivant.(c.f. [H-S] 
chap 10 Ex. 10.6 p. 208). C'est une «version faisceautisee »de cette construction 
qui est adoptee dans [L-T] dans le cadre de la geometric analytique complexe. 
Notons n' : X' — > Spec(R) I'eclatement normalise de centre /. C'est a dire 11' est 

Ic compose de I'eclatement de centre : X — > Spec(R), X = Proj(©„(>o/™), 
et du morphisme de normalisation N : X' — > X. Posons Z = Spec(Fl/I) et soit 
Y' = n'~^(Z). Considerons la decomposition en composantes irreductibles de 

Puisque X' est normal, il est rcgulier en codimension 1. Chaque Y^' ctant irreductible 
de codimension 1, notant Ox'.Y,' fibre du faisceau structural Ox' dc X' au point 
correspondant a I'ideal premier definissant Y^', chaque anneau ^st un an- 

neau regulier de dimension 1 done un anneau de valuation discrete dont on note 
vi la valuation. On a pour tout a G Ox'^Y^' '■ 

vi{a) = long{Ox',Y{/a-Ox',Y;) 

ou long designe la longueur. Ou bien encore vi{a) = Max{k G N/a G m^, y,} , 
oil I'on a designe par mx'^y^' I'ideal maximal (principal) de C'x',y/- f^it alors 
agir les vi sur R via le morphisme XI'" : R — > Ox' — ^ Ox',Yl- ^ ainsi une 
construction des valuations de Rees. Pour plus d'informations et une presentation 
dans le vocabulaire de I'algebre de Rees nous renvoyons a [H-S] chap. 10. 

Proposition et Definition 4.4 (fonction asymptotique de Samuel) ([H-S],[S],[L- 
TJ) 

Soient H et I comme precedemment, on appelle fonction asymptotique de Samuel 
de I et on note vj la fonction : 

_ , , ^ . ordAx^) ^ ordAx^) 
vi{x) = Linira^+oo = Sups^^^*x 

qui est a valeurs dans Q"*" U {+00} . On a : 

viixj 

vi{x) = Min{ — — -, ou vi parcourt I'ensemhle des valuations de Rees de /} 
viKl) 

Ainsi : X £ I, si et seulement si vi{x) > 1. De fagon plus generale, si 9 £ Q>o? 
on a : X E si et seulement si vi{x) > 9. 
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Dans [L-T], M. Lejeune et B. Teissier ont etudie la notion de cloture integrale 
des idcaux en relation avec certaines inegalites de Lojasiewicz dans le cadre de la 
geometrie analytique complexe. Leurs preuves utilisent I'existencc dc dcsingularisa- 
tion et des proprietes topologiques de C. Au moins deux faits importants res- 
sortent de [L-T]. Le premier est le critere metrique de dependance integrale qui 
permet de relier la fonction asymptotique de Samuel et certains exposants de 
Lojasiewicz, le second est que I'on puisse verifier le critere valuatif uniquement 
a I'aide d'arcs. Nous indiquons ici comment leurs resultats se generalisent en 
caracteristique arbitraire et pour des corps algebriquement clos arbitraires (no- 
tammcnt en geometrie analytique rigide ) et comment la theorie generale permet 
d'en donner une preuve. 

L' essence du critere metrique de dependance integrale est le lemme suivant. 
Lemme 4.5 

Soit A un anneau (necessairement integre) muni d'une valeur absolue non tri- 
viale : \\, A — > [0, oo[. Alors si a E A satisfait une equation : 

m 

a"* + ^aia"^-^ = 

i=l 

Alors : \a\ < 2.Max\ai\l 

Preuve : Soit K = fracA) et K son complete pour la topologie definie par 
la valeur absolue. Alors la valeur absolue | | se prolonge de maniere unique a 
K. De meme designons par K' une cloture algebriquc dc K, alors il existe une 
unique extension de la valeur absolue de K a K' (c.f [B-G-R]). On peut ainsi 
supposer sans perte de generalite que A est un corps algebriquement clos muni 

d'une valeur absolue non triviale. Le lemme est alors elementaire. Soit en effet iq 

j_ 1 

tel que \aig\^o = Max\ai\l et a E k tel que a*° = ajg. Alors a' = ^ satisfait une 
equation : 

m 

{a'r + J2bi{aT~\ avec Maxi<i<m\bi\i < 1 
1=1 

Posons r = \a'\. Alors : 1 < Yl^i ^ < ^ Done necessairement ^ > ^ et 

done r < 2. □ 

Theoreme 4.6 

Soit k un corps algebriquement clos, R = /c[[Xi, . . . ou bien R = On I'an- 

neau des germes de series convergentes en n variables, lorsque k est munie d'une 
valeur absolue non triviale \ \ : k — >■ [0, +oo[. Soit I = {ui,U2, ■ ■ ■ , Um) un ideal 
de R. Alors pour u G R ei tout 9 G Q>o les proprietes suivantes sont equivalentes. 
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1) ue l^. 

2) (Critere metrique de dependance integrale) Si k est munie d'une valeur absolue 
non triviale R = On ■' 

3£ > 0,3c > 0/ X e k^et \\ x ||< e =^ i\u{x)\ < C.{Maxi<i<m\ui{x)\)^ 

3) (k algebriquement clos quelconque, Critere valuatif par les arcs) Pour tout arc 
^* : R — > k[[t]] 

ordt{'p*{u)) > e.Min{ordt{(p*{ui))) 

II existe de plus un nombre fini d'arcs (^'*, I G A tels que 3) est satisfaite si et 
seulement si elle satisfaite pour ces arcs ip''*, I G A. On a de plus : 

vi{u) = Mmi^f^— — , ... 

Mmi<i<n{ordt{(p^* {ui})} 

La donnee d'un arc if* : M — > k[[t]], c'est a dire d'un morphisme necessairement 
local de A;-algebres de R dans k[[t]] est equivalente a la donnee d'un element 
(p{t) G (tA;[[t]]) X ... X qui agit par composition sur R et nous emploierons 

indifferement les deux notations. Lc fait que I'on puisse verifier le critere valuatif a 
I'aide d'arcs est une specifite due au fait que Ton travaille avec des anneaux locaux 
noetheriens qui contiennent des corps (contexte d'egale caracteristique) , contexte 
qui est suffisant pour nous. On pent faire des enonccs similaires en geometrie 
analytique rigide ou bien considerer des algebres essentiellement de type fini sur 
un corps algebriquement clos. 
Preuve : (Schema) 

1) =J> 2) par le Icmmc ci-dessus. 1) =^ 3) immediat. 2) =^ 3) car le corps 
k contient des elements arbitrairement pctits pour la valeur absolue. 3) =^ 1) 
resulte facilement de la theorie generale et du theoreme de structure (I.S. Cohen) 
des anneaux complets regulier s d'egales caracteristiques (En imitant [L-T]). En 
effet considerons toujours 11' : X' N^X'n^Spec{R) V eclatement normalise de centre 
/ et Z <^ Spec{R), Z = Spec{R/I) et toujours Y' = I\!~^{Z) et sa decomposition 
en composantes irreductibles Y^^.^ = Uj^a^' et soit : 

m'l = long{OY',Y{) = long{0 x' ;y{ / 1 -(^ x' ,Y{) 

X' etant normal et done regulier en codimension 1, chaque Ox^Y/ est un anneau 
regulier de dimension 1 et done un anneau de valuation discrete dont on note vi 
la valuation. Ces valuations sont une description des valuations de Rees comme 
nous I'avons mentionne plus haut. Posons vi{u.Ox' ,y^') = vi. Notons Vi le sous- 
faisceau d'ideaux premiers definissants V/. Designant par ' la completion pour 
I'ideal maximal, le theoreme de structure des anneaux reguliers complets locaux 
d' egales caracteristiques permet d'afHrmer que si y[ est un point ferme, y[ G 
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Reg{Yl) n Reg{X') sufHsament general, on a en designant par K{Yi) le corps 
residuel de Ox',Yi '■ 

dx',Y{^K{Y{)[[t]] (9) 
I.Ox',y/ ^ {tr'^K{Y{m] (10) 
dx',yi^k[[t,U]], U = {U2,...,Un) (11) 
I.dx^^y:^c.itrik[[t,U]] (12) 
u.dx',y'^c:^{tr'k[[t,U]] (13) 
Vi,,y.dx',y'^c^{t).k[[t,U]] (14) 

L'arc : 

ou la derniere fleche est t ^ t et U — > 0, calcule alors vi{I) (resp. vi{u)) comme 
Minordti'^^* [uj)) (resp. ordt{(p^*){u)))) . Ainsi si 3) est satisfaite la consideration 
des arcs (^'*, I G A, nous assure que vi[u) > 9.vi{I), pour les valuations de Rees 
et done que u G au vu des resultats generaux rappeles ci-dessus. II en va de 
meme pour le calcul de la fonction asymptotique de Samuel. □ 



Preuve de 1.2 : 

Soit m le rang de la matrice Jacobienne ^-(0). Alors le theoreme des fonctions 
implicites formel nous assure qu'il existe un /c-automorphisme a* de k]\Xi , X^]] 
tel que : 

a*{fi) = Xi, l<i<m, a*{fm+i) = Fi, l<i<n-m, 

avcc posant X' = (X^n^i, . . . ,X„), dx'Fi{0) = 0, 1 < i < n — m. Posons gi{X') = 
Fj(0,A:'), l<i<n-m. On a Jx(a*(/i), «*(/„)) = Jx'{gi, ■ ■ ■ ,gn-m)- 
Posons : 

1= {Xi, . . . ,X„L.,Fi, . . . ,Fn-m) = {Xi, . . . ,Xjn,gi{X'), . . . ,gn-m{X')) (15) 
J= (5i,...,5„_^) Cfe[[X']] (16) 

Pour ^ > 1, on a Jx(/) € si et seulement si Jx'{g) € ■ Ainsi quitte a substi- 

tuer les gi aux /j, on pourra supposer sans perte de generalites que fi, ■ ■ ■ , fn sont 
n elements de . . . ,Xn]] tels que le rang de la matrice Jacobienne ^-(0) 

est nul. II s'agit de voir que si n = 2, alors Jx{f) G / et que si n > 2, il existe 
> 1 tel que Jx{f) e 1^ ■ 

Pour cela on pent supposer que k est algebriquement clos. En efFet si cela n'est pas 
le cas, soit k une cloture algebrique de A;. Le morphisme naturel . . . , — > 
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A;[[Xi, . . . ,Xn]] est fidelement plat. Ainsi si h e k[[X]] et / est un ideal on a : 
h e si et seulement si ^ G D'autre part si k est munie d'une valeur 

absolue non trivialc | |, on complete celui-ci pour la valeur absolue en un corps 
k' et celle-ci se prolonge de maniere unique a une cloture algebrique de k' (c.f. 
[B.G.R]). Pour les questions ayant trait aux inegalites, il suffit de verifier celles-ci 
au voisinage de dans k' . Nous supposerons done que k est algebriquement 
clos. D'apres les resultats mentionnes plus haut, notant / = (/i, . . . , /„), il existe 
un nombre fini d'arcs / € A, 99^ G x . . . x tels que pour tout 

9 = p/q & (Q>o et tout h G A; [[A]] on a : /i G si et seulement si : 

V/ G A, ordt{h o (p^) > e.Mini<i<nOrdt{fi o (p^) 

Fixons un tel arc (p (nous omettrons I'exposant I). On a alors : 

Par les regies de Cramer, designant par Aij le mineur obtenu a partir de la 
matrice Jacobienne en rayant la i^'^^ ligne et la j^"^^ colonne on a : 

n 

^'^{t).Jx{f){<p{t) = ^(-l)^+^A,,(^(t))(/, o ^)'(i) 

i=l 

Comme la caracteristique de k est zero, on a ordt{<f'j) = ordt{<Pj) — 1 et ordt(fi o 
ifY = ordt{fi o If) — 1. Ainsi I'identite ci-dessus fournit : 

ordt{ipj) + ordt{Jx{f){^) > Mini<i<niordt{Aij{ip{t)) + ordt{fi o p)) 

Fixons alors j tel que ordt{(pj) = Mini<:k<:nOrdt{(pk) = ordt{(p* (m)) = ordt{<p) 
ou m est I'ideal maximal de A;[[A]]. Pour un tel indice j, on obtient par I'inegalite 
ci-dessus : 

ordt{Jx{f){^) > Mini<i<n{ordt{Aij{ip)) - ordt{(p)) + Mini<i<n{ordt{fi o (p)) 

Maintenant puisque le rang de la matrice jacobienne de (/i, . . . , /„) en est nul, 

on a : Ajj G m si n = 2 et Aij G si n > 3. Par suite I'inegalite ci-dessus 
assure que Jx{f) G I si n = 2. Si n > 3, alors puisque Ajj G on a : 

ordt{Aij{(p)) - ordt{(p) > ordt{(p) 

Maintenant I est un ideal m-primaire, done il existe s G N* tel que : m'' C /. 
D'oii s.ordt{ip) > Mini<i<nOrdt{fi o (p). Ce qui permet d'obtenir : 

ordt{Jx{f){^) > (1 + 1/ s)Mini<i<nOrdt{fi o ip) 
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Ainsi le nombre rationnel 9 



= Mmi^K— 7^ = vi{Jx{f)) 

Mini<i<n{ordt{fi o ipi-)) 

est strictement plus grand que 1. Les inegalites de Lojasiewicz de 1.2) dans le 
cas convergent s'obtiennent par le critere metrique de dependance integrale men- 
tionne plus haut. □ 



Remarque 4.7 

1) Si n — m = 2, il n'existe pas en general de 9 > 1 plus grand que 1 tel que : 
Jxifi, ■ ■ ■ ,Xn) ^ ■ II suffit de considerer I'exemple : 

{fl,---,fn) = {Xl, . . . , Xn-2, ^n-l^ ^n)- 

On a alors Jx{f) G I mats pour aucun nombre 9 > 1, Jxifi, ■ ■ ■ , fn) € I^. 

En effet ici 1 = {Xi, . . . , Xn-2, Xl_^, Xn-iXn,X^) et Jx{f) = 4X„_iX„. Mais 
c 'est d pen pres le seul cas oil une telle situation se produit. La meme preuve que 
ci-dessus montre que vJiJxif)) > 1 des que Min{ordx{fi)) > 3. 

2) Bien entendu le cas de k = 'R ouC est le premier qui se presente. Mais on peut 
considerer aussi le cas oil R est un corps reel clos et prendre pour k le corps des 
series de puiseux a coefficients dans R ou C = R + iR i.e k = yjqi=m*R{{X^/'^)) 
ou k = UggN*C((X^/'^)). De tels corps sont naturellement munis d'une valeur 
ahsolue ultrametrique non triviale \a\ = e"'^'^^^"^ . Les inegalites de Lojasiewicz 
de 1.2 sont valables pour les series convergentes a coefficients dans de tels corps. 

3) Un celebre resultat de S. Lojasiewicz affirme que si f est un germe de serie 
convergente en n variables reelles, /(O) = 0, alors il existe un nombre rationnel 
9 > 1 tel que au voisinage de dans R", on ait < C{J2i<i<n 

Pour des preuves tres differentes les unes des autres nous renvoyons respective- 
m,ent d [B-M] prop. 6.8 p. 35, [T2] complement 1) et [Loj]. Ce resultat peut etre 
etendu au cas d'un corps de caracteristique zero muni d'une valeur absolue non 
triviale en procedant comme ci-dessus. Les inegalites de 1.2) qui nous ont ete 
inspirees par [Tl] sont les analogues pour le Jacobien de ces inegalites. 

Signalons pour terminer le corollaire immediat. 

CoroUaire 4.8 

Soient k un corps algebriquement clos, de caracteristique zero, muni d'une va- 
leur absolue non triviale \ \ : k — > [0, co[ et On I'anneau des germes de series 
convergentes en n variables (zi, . . . , Zn). 

l)Soit f G On, /(O) = 0. Alors f est d singularite isolee a I'origine si et seule- 
ment si son Hessien Hz{f) n'appartient pas d I'ideal jacobien de f. 
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2) Soit f G On, /(O) = d singularite isolee a I'origine. Alors f est, d change- 
ment de variables pres, egale a une singularite du type + Z2 + ■ ■ ■ + z^, k >2, 
si et seulement si son ideal jacobien est integralement clos. 

Preuve : 

1) est la traduction directe au cas considere des resultats de 3). 2) Les singula- 
ritcs du type considere out bien evidemment un ideal jacobien integralement 
clos. Reciproquement, soit Tizif) matrice Hessienne de /. Soit m le rang de 
Hz if) en 0. Si n — m > 2 alors Hz{f) est dans la cloture integrale de I'ideal 
(df /dzi, . . . ,df/dzn) . Par consequent si celui-ci etait integralement clos on au- 
rait Hz{f) G {df /dzi, . . . ,df /dzn). Ceci est absurde en vertu du 1) et de I'hy- 
pothese de singularite isolee. Done la seule possibilite pour que I'ideal jacobien de 
/ soit integralement clos est que le rang m de Hz{f) en zero satisfasse n — m < 2. 
Par suite m > n — 1. Ceci implique que / est du type propose, en vertu du lemme 
de Morse a parametres (c.f. [A-G-V] p. 187). □ 
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